1. RIEMANNUV INTEGRAL FUNKCI VICE PROMENNYCH

V tomto oddilu si priblizime pojem vicerozmérného integralu. Zvoleny zpusob vykladu je veden
snahou omezit pocet novych pojmi na minimum a vyhnout se tak nékterym termintm z teorie

vvvvvv

integrace musi ¢tenaf hledat v jinych textech, napt. v krasné knize W. Rudina Analyjza v redlném a
komplexnim oboru (Academia 2003).

N&s pristup by mél umoznit ¢tendfim porozumét nékterym matematickym nastrojum, které se
pouzivaji v predmétu Pravdépodobnost a matematickd statistika.

Definice. Rekneme, ze A C R™ je buiika, jestlize
A= <a1,b1> X <a2,b2> X X (an,bn>,

piitemz —oo < a; < b; < +o0,1=1,...,n.
Objem bumnky A budeme znacit symbolem vol A a definujeme jej jako

vol A = ]i[(bZ — CLi).
i=1

Buitkou v R je tedy libovolny uzavieny interval s neprazdnym vnitikem, v R? jde o uzavieny
obdélnik, jehoZ strany jsou rovnob&zné se soufadnicovymi osami, v R? potom o kvadr s hranami,
které jsou rovnobézné se souradnicovymi osami.

Definice. Necht I = (a,b), a < b. Rekneme, 7e posloupnost intervali {(zj_1,2;)}r_) je delenim
intervalu 1, jestlize a = xg < x1 < -+- < 3 = b. !'Necht A = I, x I, x --- x I, C R" je buiika.
Rekneme, ze systém D slozeny z bunék je délenim bunky A, jestlize
D:{Jl X oo X Jn, Jl GDl,...,JHEDn},
kde D; je délenim intervalu I;, j =1,...,n.
Vsimnéme si, ze A = |Jpcp D, pii¢emz Int(D;ND;) = () pro libovolné dvé rizné buiiky Dy, Dy € D.

Definice. Necht A je buitka a D, Dy jsou dvé déleni buiiky A. Rekneme, ze déleni D je zjemnénim
delent Dy, jestlize kazda bunka déleni D je obsazena v néjaké buice déleni Dy. Normou déleni D
rozumime ¢islo

D) = .
V(D) = max{ sup (=, y)}

1.1. Zavedeni vicerozmérného Riemannova integralu.

1.1.1. Integrace funkce pres buriku. Necht nejprve A C R™ je bunka a f je funkce definovana alespon
na A, kde je omezené. Definujme horni a dolni Darbouxovy soucty a horni a dolni integral podobné
jako v Kapitole 8.2 (D je systém bunék v A):

S(f,D) = Zs%pf-volD,

DeD

§(f,D):ZiII1)ff-volD,

DeD

7]” = inf{S(f,D); D je déleni A},
A
/f = sup{S(f,D); D je déleni A}.
Ja

V pripadé, ze Ef = fAf, definujeme Riemannuv integral funkce f pies buiitku A jako fA f= fAf.
Nékdy pouzivame také symbol [, f(x)de, kde je vyznacena proménna funkce f.

ITato definice formélng nesouhlasi s definici na strané 252 skript Matematika. Je tfeba sjednotit.
1
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Pozndmka. Pron =1 je tato definice totozné s definici Riemannova integralu v kapitole 8.2. Z tohoto
diivodu uzivame Casto znaceni f; f(z)dz misto [, f-

Pozndmka. Geometricky vyznam hodnoty [, f, kde A C R?, je analogicky geometrickému vyznamu
Riemannova integralu funkce jedné redlné proménné. Cislo / . f udava objem*® télesa pod grafem
funkce f. Slovo objem zde pouzivame jen pro neformélni piiblizeni zavedeného pojmu. Jeho piesné
zavedeni zde provést nemuzeme.

Necht A je buika a funkce f je omezena na A. Podobné jako v piipadé n = 1 si lze snadno
rozmyslet, Ze horni a dolni integraly funkce f pres buiiku A jsou vzdy dobfe definovany a ze pokud
D1, Dy jsou dvé déleni bunky A a D je déleni buiiky A zjemnujici D, i Ds, pak

S(f,D1) < S(f,D) <S(f,D) < S(f, D).
Odtud lIze snadno odvodit Qf < f_Af.
Lemma 1. Necht f je funkce omezend na burice A C R™.
(a) [, f=1¢€R privé tehdy, kdyz ke kaZdému e € R, € > 0 existuje déleni D buriky A takové, Ze
(1) I—e<S(f,D)<S(f,D) <I+e.

(b) Funkce f md na burice A Riemanniv integrdl pravé tehdy, kdyz ke kazdému ¢ € R, ¢ > 0 existuje
déleni D bunky A takové, Ze

(2) g(f,D)—ﬁ((ﬁD) <e

Diikaz. (a),=“: Zvolme ¢ > 0. Protoze f_Af = I, existuje déleni D; buiiky A takové, ze S(f,D;) <
I + ¢, a protoze fAf = I, existuje déleni Dy buiiky A takové, ze S(f,Ds) > I — e. Necht déleni D
buiiky A zjemiiuje D; i D,. Pak
- c<S(f.Dy) < S(f.D) <S(/.D) <S(f. D) < +=.
(a),,<=“: Zvolme libovolné € > 0. Necht déleni D bunky A spliuje (1). Pak

I—a<§(f,D)§/f§7f§§(f,D)<I+€-
Ja A

ProtoZe toto plati pro kazdé e > 0, musi byt [, f = f_Af = 1.
(b),,=“: Plyne z (a).
(b),,<=*“: Zvolme libovolné ¢ > 0. Necht déleni D buiiky A spliuje (2). Pak

0</f /f<SfD) S(f,D) <e

Protoze € > 0 bylo libovolné, musi platit [, f = fAf.
o O]

Tvrzeni 2. Necht f je funkce omezend na bunice A C R™ a necht D je déleni bunky A. Jestlize pro
kazdé D € D existuje fD f, pak existuje i fA a plat?

- Z/f

DeD

N

D

Disledek 3. Necht A, B C R" jsou bunky, A C B. Necht f je funkce definovand alesponi na B,
pro kterou plati f(x) = 0 pokud x € B\ A. Potom jestliZe existuje fA f, pak existuje 1 fo a oba
integrdly se rovnayji.
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1.1.2. Integrace funkce pies mnoZinu. Necht M C R" a f je funkce n proménnych, kterd je definovana
alespon na M a je na M omezend. Definujme funkci f: R® — R takto:

: flx) xeM,
0 x c R\ M.

Riemanniiv integral [, f definujeme jako

— ] £
/f A e

T7T>

pokud uvedené limita existuje. (Pfedev§im tedy musi existovat an ryn f pro viechna r € (0, +00).)

Necht A C R” je buiika a f je funkce definovana alespon na A. Nyni mame integral fA f definovan
dvéma riuznymi zpusoby—jednak piedchozi definici a jednak definici v odstavci 1.1.1. Aby tedy byly
obé definice korektni, musime ukazat, Ze se integraly zavedené témito dvéma riznymi zpusoby nelisi.
To v8ak neni obtizné: Existuje R € (0, +00) takové, ze A C (—R, R)". Podle Disledku 3 je ovSem
f<7r,r>" f= [ f pro vechna r > R, a tedy obé definice souhlast.

Pozndmka. Necht M C R" je omezena mnozina. Pokud existuje fM f, pak podle Dusledku 3 fM f=
f<_R R)n f pro dostatecné velké R € R a fM f je konecny.

Pokud integral funkce f pies mnozinu M C R™ existuje a pfitom je konecny, pak fikime, ze [, f
konverguje. Pokud je roven 400 nebo —oo, pak fikdme, ze diverguje. Mame pak nasledujici schéma:
realnému ¢islu, tj. konverguje;
/ f existuje a je roven ¢ +oo, tj. diverguje;
M —o0, tj. diverguje;

neexistuje.

Priklad. Spo¢téme f dz.

Pro r € R mame

—00,+00) 1—1—:1:2

1 A | )
/<T,r> T / 2 Ao = [arctga]”, = 2arctgr.

Uvedeny integral je Riemanniiv, jak ho zname z Kapitoly 8.2, a zde ho miizeme vypocitat pomoci
primitivni funkce. Potom snadno dopocteme

1
/ s dr = lim 2arctgr = .
(—00,+00) I+ r—=+o0

1.2. Zakladni vlastnosti vicerozmérného Riemannova integralu. V nasledujicich tvrzenich

budeme pouzivat usporadani a aritmetiku na rozsitené realné ose, tak, jak jsme ji zavedli v kapitole
2.5.

Véta 4. Necht M C R", a € R\ {0} a f a g jsou funkce n promeénnygch takové, Ze integrdly [,, f a

fMg existuji. Potom
(i) [, ([ +g) existuje a plati
/(f+g)—/ f+/ g,
M M M
pokud md vijraz na pravé strané rovnosti smysl.

(it) [, af existuje a plati
/Mozf:a/Mf.
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Driikaz. Pro integraly pres bunku je dikaz shodny s ditkazem pro piipad n = 1. Pro obecnou mnozinu
pak tvrzeni plyne z véty o aritmetice limit.
O

Véta 5. Necht M, N C R", MNN =0 a [ je funkce n proménnijch takovd, Ze integrdly fM fa fo
existuji. Potom existuje © integrdl f vy J @ platt

/MUNfz/MH/Nf,

pokud mad vyraz na pravé strané rovnosti smysl.

Diikaz. Omacme f1 = flu, f2= flv a fo = fluun. Nyni si sta¢i uvédomit, ze fo = fi + fo. Pomoci
Véty 4 tedy dostavame

Jun? = D= Jun e 2= L7 L7

Véta 6. Necht M C R™ a f a g jsou funkce n proménngch takové, Ze integrdly fM fa fMg existugi.
(1) Je-li f >0, potom i fo > 0.

(i) Je-li f < g, potom i [,, f < [, 9

(iii) [\, |f] existuje a plati

3) ‘/Mf‘s/M!ﬂ-

Diikaz. (i) Pro integral pies buiiku toto tvrzeni plyne piimo z definice, pro integral ptfes obecnou
mnozinu pak pomoci véty o srovnéni limit.

(ii) Je-li f,, 9 = +oo0, pripadné [,, g = [,, f = —oo, pak tvrzeni evidentné plati. Ostatni pripady
plynou z tvrzeni (i) pomoci Véty 4.

(iii) Necht 7 € (0,400). Protoze existuje f<—r,r)” f, existuje i integral f<_m)n|f|. (Diikaz je stejny

jako v piipadé n = 1.) Je-li 0 < 71 < 13 < +o0, plati podle (ii), Ze f(—n ,,1>n|f| < f<_r2 TQ)n|f|. Funkce

4

T f<_w>n|f| je tedy neklesajici a ma proto limitu pro » — +00. To ovSem znamend, Ze integrél

Ji |f] existuje. Nerovnost (3) je pak disledkem tvrzeni (ii) a Véty 4.
[

1.3. Hlubsi véty o vicerozmérném Riemannové integrilu. Pro které mnoziny M a funkce f
existuje integral fM f, neni snadnéa otazka. Nasledujici véta udava postacujici podminky existence ¢i
konvergence integralu. Mnozina téch M a f, které je spliuji, neni prili§ Siroké, zakladni situace jsou
vSsak pokryty.

Véta 7.

(i) Necht K C R"™ je omezend konverni mnoZina a f je omezend funkce na K, kterd je spojitd
ve vsech bodech K (vzhledem ke K ) vyjma nejvyse konecné mnoha bodi z K. Potom fo
konverguje.

(1) Necht K C R" je konvexni mnoZina a f je omezend nezdpornd funkce na K, kterd je spojitd ve
vSech bodech K (vzhledem ke K ) vyjma nejugse koneéné mnoha bodii z K. Potom fK f existuge.

Zakladni strategie dikazu této véty bude nasledujici: Obklopime K néjakou buiitkou A. Necht D
je déleni A. Bunky v D si rozdélime na tii skupiny—bunky disjunktni s K, buiky lezici v K a
bunky majici spoleény bod s K i s dopliitkem K. Na bunkich prvni skupiny je f = 0, tedy tyto
buitky nijak nepfispivaji do sou¢tu S(f, D) ani do sou¢tu S(f,D). Na buitkich druhé skupiny je
funkce f stejnomérné spojitda, pokud tedy bude norma déleni dostate¢né mald, nebude ani rozdil
horniho a dolniho souc¢tu pies tyto bunky pftili§ veliky. Kone¢né buiiky tfeti skupiny jsou ty buiiky,
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které pokryvaji hranici K. Ukazeme-li, Ze celkovy objem téchto bunék je velmi maly v porovnéani s
objemem A, pak ptispévek téchto ,hrani¢nich® bunék piili§ neovlivni ani rozdil S(f, D) — S(f, D).
Hlavni tiha dikazu bude tedy spocivat na nésledujicim lemmatu:

Lemma 8. Necht K C R" je omezend konverni mnozina, A C R" je bunika, K C A a necht n > 0
a € > 0. Potom existuje déleni D bunky A takové, Ze maxpepvol D <1 a

> volD <,

DeQ
kde Q={DeD; DNK #0,DN(A\ K) # 0}.
Diikaz Veéty 7. (i) Necht zq,..., 2z, € K jsou body nespojitosti funkce f na K. Necht dale A C R™
je néjaka bunka pro kterou plati K C A a necht € > 0. Protoze f je omezena na K, existuje M € R
takové, ze |f| < M na K.

Podle Lemmatu 8 existuje déleni Dy buitky A takové, Zze maxpep, vol D < e/(6MkE2") a dale

>_pegy Vol D < £/(6M), kde Q}={DeDy; DNK #0,DN(A\ K) # 0}. Ozna¢me
Qy =1{D € Dy; DN K = 0},
QSZ{DGDOa DCK7ZI ¢D7"'7zk¢D}7
Q;=1{D €Dy; DC K,z; € D pro né&jaké i € {1,...,k}}.
Vsimnéme si, 7e plati Dy = Qf U Q2 U Q3 U Q3.

Mnozina V' = UDGQ(Q) D je omezené a uzaviend, tedy kompaktni. Funkce f je tedy na V' stejnomérné
spojita (dikaz je stejny jako spojitou funkei jedné proménné na omezeném uzavieném intervalu), ¢ili
existuje d > 0 takove, ze |f(x) — f(y)| < €/(3vol A) kdykoli &,y € V splinji p(x,y) < 6.

Necht nyni D je zjemnéni Dy takové, ze v(D) < d. Pro i € {1,2,3,4} ozna¢me

Q"' ={D € D; D C D, pro né&jaké Dy € Q. }.
Vimnéme si, ze opét plati D = Q' U Q? U Q3 U Q*. Potom
5(f,D) =5(f,Q") + 5(f, Q%) + 5(f,Q% + 5(f, Q") = 5(f,Q*) + 5(f, Q%) + 5(f, Q")
<S(f,Q)+M Y volD+M > volD

DeQ3 Deo*
=S(f,Q)+M > vol@Q+M > ) volD
QeQ} e} ggg

- oy . E n - 9y €
<S(f,Q)+6+Mk2 memgvolQ S(f,Q)+3

Stejnym zpiisobem zjistime, ze S(f, D) > S(f, Q%) —
Dohromady tedy mame

£
3

G(f 3 = 2 2 2e € 2e
S(/,D)=8(/, D) <S(f,Q) - S(f, @)+ 5 < gy volAd+ T =¢,

kde druha z nerovnosti plyne z toho, ze v(D) < §. Podle Lemmatu 1(ii) tedy existuje [, f (aje to
kone¢né ¢islo, jezto je to integral pies buiiku) a tim padem fK f konverguje.

(i) Podle tvrzeni (i) existuje [i 4o f = [_, 4. f pro kazdé r € (0,+00). Protoze funkce f
je nezaporna, plati podle Tvrzeni 2 a Véty 6 f(—n,n)” f< f(—m,m)n f kdykoli 0 < r; < ry < +oo0.
Funkce r — f(—m“)" f je tedy neklesajici a ma proto limitu pro r — 4o00.

O

Dikaz Lemmatu 8 si rozlozime do nékolika dalsich pomocnych tvrzeni.
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Lemma 9. Necht a € R" a C' C R" je konvexni mnoZina, kterd protind kaZdou mnoZinu tvaru
O1 X +++ X Oy,

kde O; = {(a;, +00) nebo O; = (—00, a;). Pak C obsahuje bod a.

Diikaz. Tvrzeni dokdzeme indukci dle dimenze n. Bez jmy na obecnosti miizeme predpokladat, ze
a = o.

Necht tedy nejprve n = 1. Pak existuji body u € (—o00,0) NC a v € (0,4+00) NC. Je-li u = v, pak
u=v=0¢€ C. Jinak plati 0 = Au+ (1 — A\)v, kde A = - € (0, 1), a tedy 0 € C.

Nyni pfedpokladejme, ze tvrzeni plati v dimenzi n € N a dokazme, ze pak plati i v dimenzi n + 1.
Méme tedy mnozinu C' € R™*! spliiujici pfedpoklady. Uvazujme mnoZinu ¢’ = C'N ({0} x R™). Tato
mnozina je konvexni (je prianikem konvexnich mnozin) a muzeme ji chapat také jako podmnozinu R™.
Necht Oy x - -+ x O,, C R" je néjakéd mnozina, kde kazdy z ¢initelia O; je tvaru (—oo, 0) nebo (0, +00).
Podle piedpokladii existuji body u € ((—o00,0) xO1x---x0,)NC av € ((0,400)xO1 x---x0,)NC.
Polozme w = Au + (1 — A)v, kde A\ = 2 pokud vy # uy, A = 0 jinak. Plati, ze A € (0,1), a tedy
w € C. Navic w; = 0, tedy w € C’. Z toho plyne, ze mnozina C’, chapeme-li ji jako podmnozinu R",
spliwje piedpoklady naseho tvrzeni v dimenzi n, a tedy podle indukéniho predpokladu plati o € C”.
To ale znamené, 7e o € C'.

O

Lemma 10. Necht A = I, x --- x I, je butika a D; je délent intervalu I; sestdvajici alespor ze tii
intervali. Oznacme

D:{J1X"'Xjn; J; € D;, 2:1,,n}

Pokud konvexni mnozina C C R"™ protind vSechny prvky D, pak alespon jeden prvek z D je obsaZen

v C.

Driikaz. Necht H; € D; jsou takové intervaly, které neobsahuji krajni body intervalta [;. Takové inter-

valy v existuji pro kazdé i € {1,...,n}, nebot kazdé D; sestava alespon ze tif intervali. Dokazeme,
7e pak pro bunku B = H; x --- x H, plati B C C.
Vezméme libovolné & € B. Necht O; = (z;, +00) nebo O; = (—o0,z;) pro i = 1,...,n. Protoze

x; € H;, plyne z volby intervalu H;, ze kazdy z intervali O; obsahuje néjaky interval z D,. Existuje
tedy néjaka bunka D € D, pro kterou D C Oy X --- x O,. Protoze C' protina bunku D, protina také
mnozinu O; X --- X O,,. Podle Lemmatu 9 tedy plati € C.

O

Diikaz Lemmatu 8. Necht D;, 7 € N, je déleni buitkky A = I; x --- x I,,, které vznikne rozdélenim
kazdého z intervalt Iy, ..., I, na 3’ stejné dlouhych podintervalii. Je-li j,k € N, j < k, pak Dy, je
zjevné zjemnénim D;. Pro ) € D; oznatme Dilg = {D € Dy; D C Q}. Pak Dyq je délenim Q.

Pokud v D; existuje buiika lezici mimo K, ozna¢me ji C}. Pokud ne, pak podle Lemmatu 10
existuje v Dy buiika lezici celd v K, ozna¢me ji Ci. Mame tedy buitku Ci € Dy, pro kterou plati
C{ C K nebo C{ N K = 0.

Nyni stejnou tivahu zopakujeme pro buitky @ € Dy, Q # C}, a jejich déleni Ds|q. Takovych bunek
je 3" — 1, ozna¢me je tedy D}, i = 1,...,3" — 1. Mezi buiikami D2|Di1 budto existuje buiika lezici
celd4 mimo K nebo podle Lemmatu 10 mezi nimi existuje buiika lezici cela v K. Ozna¢me takovou
butiku C?. Méame tedy buiitky C? € D, pro které plati C? C K nebo C?NK =0,i=1,...,3" — 1.
Navic C? ¢ C1.

Dale postupujeme induktivné: Méame-li jiz nalezeny buiiky Ck i=1,...,(3" — 1)k1 takove, ze
CFeDy, Ckg Clproj <k l=1,...,(3"—1)"" akazda z bungk CF lezi bud celd v K nebo
cela mimo K, pak pomoci Lemmatu 10 nalezneme buiiky C¥*' i = 1,...,(3" — 1)*, takové, Ze

CHl e Dy, CFL ¢ O proj <k+1,1=1,...,(3" — 1), a kazda z bunék C¥™! lezi bud celd v

T
K nebo celd mimo K.



Necht nyni & € N. Ozna¢me Qy ={D € D;; DNK #0,DN(A\ K) # (}. Potom

volA= > volD= > volD+ Y  wvolD

DeDy, DeQy, DeDy\ Qs
k(31! ko(3n— ”“volA
> ZvolD—i—Z Z vol CY = ZvolD—l—Z Z
DeQy. i= DeQy, i=
_ j—1
- Vomﬂomz‘—?": 3 vo 1D+V§1AZ (1—3%) |
€9k DeQy j=1

Mame tedy

1 1\/!
ZVOIDSVOIA(l—g—nZ(l—gT) )

DeQy
Protoze Z?‘;l (1 — i)j_l = 3", lze nalézt k£ € N dostate¢né velké tak, aby platilo

3m
Z volD < ¢

DeQy,

a zaroveil maxpep, vol D = ﬁ <.

N

Véta 11 (Fubiniova véta).
(i) Necht My C R™ a My C R". Piedpoklidejme ddle, Ze mnoZiny My a My jsou buriky. Necht f

je funkce deﬁnovana’ alespoﬁ na My X My a necht existuje fMlng f. Pokud pro kazdé x € M,
existuje F(x fM (x,y)dy € R, potom plati
(4) / f=[ F(z)de.
M x My M
(1) Necht f: Rm xR"™ — R je nezdpornd funkce a necht ea:z'stuje me gn f - Pokud pro kazdé x € R™
existuje F'(x fR” x,y)dy € R a pokud existuje me x)dx, pak plati

/ f= F(x)de.
R™ xR R

Diikaz. (i) VSimnéme si, e mnozina M; x Ms je také buika. Necht [, . f = I € R. Zvolme
libovolné € > 0. Podle Lemmatu 1(a) existuje déleni D buitky M; x M, takové, ze [ —e < S(f,D) <
S(f,D) < I + e. Neni obtizné si rozmyslet, ze D = {D x O; D € D;,0 € Dy}, kde Dy, D, jsou
néjakd déleni bunék M, Ms. Pro horni soucet funkce F' pii déleni Dy plati

S(F,Dy)= > supF(z)-volD< Y Sup S(f(z,"),Ds)) - vol D

xeD

DeD; DeDy
= Z sup (Z sup f(x,y) - VOIO) -vol D
Dep; *€P \oep, Y0
< Z Z sup (supf(:c,y) -VOIO) -vol D
DeD, OeD, *€P \¥E0
= Z Z vol D - vol O - sup (sup f(z, y))
DED; 0D, @eD \yeo
< Z ZVOI(DXO)- sup f(2)=S(f,D)<I+e.
DED; 0D, z€Dx0

Podobné obdrzime nerovnost S(F,D;) > I —¢. Podle Lemmatu 1(a) tedy plati [,, F = 1.



(ii) Predpokladejme, Ze k € N a g: R* — R je nezdporné funkce pro kterou existuje Jgr 9- Necht
r € (0,+00). Podle definice existuje f(—mﬁ’“ g, funkce g|,_, . je tedy méfitelna. ProtoZe g je bodovou
limitou funkei g|_, %, je g nezapornd méfitelna funkce a podle Lebesgueovy véty o monoténni
konvergenci plati (L) [5r 9 = lim, o0 (L) f(fm)’“ g =1lim, ., f<im>,€ g = Jgr 9. Tvrzeni nyni plyne z
Fubiniovy véty pro Lebesguetv integral.

O

Vysvétleme si smysl Véty 11(i) v situaci, kdy m = n = 1. Potom jsou buiiky M; a M, uzaviené
intervaly s neprazdnym vnitikem. Funkce f je tedy definovana na uzavieném obdélniku M; x M. Na
levé strané (4) je integral [ Myxar, | @ vEta Fika, Ze ho muZeme (pfi splnéni uvedenych piedpokladi)
pocitat nasledujicim zpusobem. Nejprve pro kazdé x € M; spocteme integral sz f(z,y)dy. V tomto
integralu se vyskytuje x jako parametr, vysledek bude tedy obecné na x zaviset. Oznac¢me

F(z):= [ f(z,y)dy.
Mo

Nyni spocteme integral [,, F(z)dz a podle Fubiniovy véty plati [y, ., f= [, F. Fubiniova véta
nam tedy umoziuje vypocitat nékteré integraly opakovanou integraci funkei jedné proménné. Smysl
Véty 11(ii) je obdobny.

Pozndamka. Fubiniova véta se ¢asto piSe ve tvaru

|- ( f<a:,y>dy> da.
Mi X Mo My Mo

Predpoklad existence integralu f My x Mo f (resp. mean f) Casto ovéfujeme pomoci existen¢nich vét
(napt. Véta 7) a predpoklad konvergence fM2 f(z,y)dy € R (resp. [,. f(x,y)dy € R), pripadné
existence [, F(x)dx, ovéiujeme zpravidla pfimo vypoctem.

Ukazme si konkrétni priklady.
Priklad. Necht My = My = (—1,1) a f: (=1,1) x (—1,1) — R je definovana takto:
V1—22—942 pokud 1 — 2% —y? > 0;
Flry) =1, .
, jinak.

Zde je graf funkce f.
Spoctéme integral

I
(—=1,1yx(-1,1)

Vysledkem bude tedy objem polokoule o poloméru 1.
V pribéhu vypoctu se presvédéime, ze predpoklady Véty1l1(i) jsou splnény, a nasledujici vypocet
bude tedy opravnény.

1 1
/ f= ( f(z,y) dy) dx
M1><M2 —1 —1

1 V1—z2
:/ V1—2x2—y2dy | do

1 V1—x2
L1 1 y 1
:/ {—y 1—x2—y2+—(1—x2)arcsin—} dx
112 2 L—2?]_ =2

! 1 b2
:/ (1—x2)zdx: z—-?) 2 _
o 2 37 ) 2] T 3

Nejprve tedy vypoéitame plochu F'(x) fezu uréeného x (viz obrazek) a pak integraci F'(x) dosta-
neme vysledek, tj. objem polokoule.
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Piiklad. Necht M = {[z,y] € R?* 2> +y* < 1} a f: M — R je definovana jako f(x,y) = 1 pro
[z,y] € M. Spo¢téme integral
L
M

Vysledkem bude objem valce s podstavou o poloméru 1 a s vyskou 1, neboli obsah kruhu o poloméru
1.
Podle definice je

f= lim 1,
/]\J r—+eo (—r,r)?2

kde f =1na M a f = 0 mimo M. Takovéto funkci se tikd charakteristickd funkce mnoziny M a
znaci se obvykle yys. Polozme My = My = (—1,1). Je M C M; x M, a tedy podle poznamky za

definici integralu plati
/ f= / XM -
M M1 ><M2

Podle Véty 7 integral [, f dokonce konverguje, tedy existuje i integral [y, . Plati

2

1—x
_ _ _ Vi-22 2
foc,ydy—/ XTI s ydy—/ 1dy = [y =21 — z2.
/M2 (2, y) | 2 =) (Y) - ey

Polozime-li tedy F(z) = fM2 xu(z,y) dy = 2v/1 — 22, jsou splnény predpoklady Véty 11(i) a plati
%

1 E .
v/ t 2t
/f:/ XM:/ F($)d$:/2 1—x2dw:2/2Cothdt:2{—+Sln } = .
M My x Ma M . - 5 |

jus
2

[NEY



