
1. Riemann·v integrál funkcí více prom¥nných
V tomto oddílu si p°iblíºíme pojem vícerozm¥rného integrálu. Zvolený zp·sob výkladu je veden

snahou omezit po£et nových pojm· na minimum a vyhnout se tak n¥kterým termín·m z teorie
míry a integrálu, které jsou sice standardní nicmén¥ obtíºn¥j²í k porozum¥ní. Ucelený úvod o teorii
integrace musí £tená° hledat v jiných textech, nap°. v krásné knize W. Rudina Analýza v reálném a
komplexním oboru (Academia 2003).

Ná² p°ístup by m¥l umoºnit £tená°·m porozum¥t n¥kterým matematickým nástroj·m, které se
pouºívají v p°edm¥tu Pravd¥podobnost a matematická statistika.
De�nice. �ekneme, ºe A ⊂ Rn je bu¬ka, jestliºe

A = 〈a1, b1〉 × 〈a2, b2〉 × · · · × 〈an, bn〉,
p°i£emº −∞ < ai < bi < +∞, i = 1, . . . , n.

Objem bu¬ky A budeme zna£it symbolem vol A a de�nujeme jej jako

vol A =
n∏

i=1

(bi − ai).

Bu¬kou v R je tedy libovolný uzav°ený interval s neprázdným vnit°kem, v R2 jde o uzav°ený
obdélník, jehoº strany jsou rovnob¥ºné se sou°adnicovými osami, v R3 potom o kvádr s hranami,
které jsou rovnob¥ºné se sou°adnicovými osami.
De�nice. Nech´ I = 〈a, b〉, a < b. �ekneme, ºe posloupnost interval· {〈xj−1, xj〉}k

j=1 je d¥lením
intervalu I, jestliºe a = x0 < x1 < · · · < xk = b. 1 Nech´ A = I1 × I2 × · · · × In ⊂ Rn je bu¬ka.
�ekneme, ºe systém D sloºený z bun¥k je d¥lením bu¬ky A, jestliºe

D = {J1 × · · · × Jn; J1 ∈ D1, . . . , Jn ∈ Dn},
kde Dj je d¥lením intervalu Ij, j = 1, . . . , n.

V²imn¥me si, ºe A =
⋃

D∈D D, p°i£emº Int(D1∩D2) = ∅ pro libovolné dv¥ r·zné bu¬ky D1, D2 ∈ D.

De�nice. Nech´ A je bu¬ka a D,D0 jsou dv¥ d¥lení bu¬ky A. �ekneme, ºe d¥lení D je zjemn¥ním
d¥lení D0, jestliºe kaºdá bu¬ka d¥lení D je obsaºena v n¥jaké bu¬ce d¥lení D0. Normou d¥lení D
rozumíme £íslo

ν(D) = max
D∈D

{ sup
x,y∈D

ρ(x, y)}.

1.1. Zavedení vícerozm¥rného Riemannova integrálu.
1.1.1. Integrace funkce p°es bu¬ku. Nech´ nejprve A ⊂ Rn je bu¬ka a f je funkce de�novaná alespo¬
na A, kde je omezená. De�nujme horní a dolní Darbouxovy sou£ty a horní a dolní integrál podobn¥
jako v Kapitole 8.2 (D je systém bun¥k v A):

S(f,D) =
∑
D∈D

sup
D

f · vol D,

S(f,D) =
∑
D∈D

inf
D

f · vol D,

∫

A

f = inf{S(f,D); D je d¥lení A},
∫

A

f = sup{S(f,D); D je d¥lení A}.

V p°ípad¥, ºe
∫

A
f =

∫
A
f , de�nujeme Riemann·v integrál funkce f p°es bu¬ku A jako

∫
A

f =
∫

A
f .

N¥kdy pouºíváme také symbol
∫

A
f(x) dx, kde je vyzna£ena prom¥nná funkce f .

1Tato de�nice formáln¥ nesouhlasí s de�nicí na stran¥ 252 skript Matematika. Je t°eba sjednotit.
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Poznámka. Pro n = 1 je tato de�nice totoºná s de�nicí Riemannova integrálu v kapitole 8.2. Z tohoto
d·vodu uºíváme £asto zna£ení

∫ b

a
f(x) dx místo

∫
〈a,b〉 f .

Poznámka. Geometrický význam hodnoty
∫

A
f , kde A ⊂ R2, je analogický geometrickému významu

Riemannova integrálu funkce jedné reálné prom¥nné. �íslo
∫

A
f udává �objem� t¥lesa pod grafem

funkce f . Slovo objem zde pouºíváme jen pro neformální p°iblíºení zavedeného pojmu. Jeho p°esné
zavedení zde provést nem·ºeme.

Nech´ A je bu¬ka a funkce f je omezená na A. Podobn¥ jako v p°ípad¥ n = 1 si lze snadno
rozmyslet, ºe horní a dolní integrály funkce f p°es bu¬ku A jsou vºdy dob°e de�novány a ºe pokud
D1, D2 jsou dv¥ d¥lení bu¬ky A a D je d¥lení bu¬ky A zjem¬ující D1 i D2, pak

S(f,D1) ≤ S(f,D) ≤ S(f,D) ≤ S(f,D2).

Odtud lze snadno odvodit
∫

A
f ≤ ∫

A
f .

Lemma 1. Nech´ f je funkce omezená na bu¬ce A ⊂ Rn.
(a)

∫
A

f = I ∈ R práv¥ tehdy, kdyº ke kaºdému ε ∈ R, ε > 0 existuje d¥lení D bu¬ky A takové, ºe
(1) I − ε < S(f,D) ≤ S(f,D) < I + ε.

(b) Funkce f má na bu¬ce A Riemann·v integrál práv¥ tehdy, kdyº ke kaºdému ε ∈ R, ε > 0 existuje
d¥lení D bu¬ky A takové, ºe

(2) S(f,D)− S(f,D) < ε.

D·kaz. (a)�⇒� : Zvolme ε > 0. Protoºe
∫

A
f = I, existuje d¥lení D1 bu¬ky A takové, ºe S(f,D1) <

I + ε, a protoºe
∫

A
f = I, existuje d¥lení D2 bu¬ky A takové, ºe S(f,D2) > I − ε. Nech´ d¥lení D

bu¬ky A zjem¬uje D1 i D2. Pak
I − ε < S(f,D2) ≤ S(f,D) ≤ S(f,D) ≤ S(f,D1) < I + ε.

(a)�⇐� : Zvolme libovolné ε > 0. Nech´ d¥lení D bu¬ky A spl¬uje (1). Pak

I − ε < S(f,D) ≤
∫

A

f ≤
∫

A

f ≤ S(f,D) < I + ε.

Protoºe toto platí pro kaºdé ε > 0, musí být
∫

A
f =

∫
A
f = I.

(b)�⇒� : Plyne z (a).
(b)�⇐� : Zvolme libovolné ε > 0. Nech´ d¥lení D bu¬ky A spl¬uje (2). Pak

0 ≤
∫

A

f −
∫

A

f ≤ S(f,D)− S(f,D) < ε.

Protoºe ε > 0 bylo libovolné, musí platit
∫

A
f =

∫
A
f .

¤
Tvrzení 2. Nech´ f je funkce omezená na bu¬ce A ⊂ Rn a nech´ D je d¥lení bu¬ky A. Jestliºe pro
kaºdé D ∈ D existuje

∫
D

f , pak existuje i
∫

A
f a platí

∫

A

f =
∑
D∈D

∫

D

f.

D·kaz. My²lenka d·kazu je stejná jako v p°ípad¥ n = 1, pouze formální zápis je technicky náro£n¥j²í.
¤

D·sledek 3. Nech´ A,B ⊂ Rn jsou bu¬ky, A ⊂ B. Nech´ f je funkce de�novaná alespo¬ na B,
pro kterou platí f(x) = 0 pokud x ∈ B \ A. Potom jestliºe existuje

∫
A

f , pak existuje i
∫

B
f a oba

integrály se rovnají.
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1.1.2. Integrace funkce p°es mnoºinu. Nech´ M ⊂ Rn a f je funkce n prom¥nných, která je de�nována
alespo¬ na M a je na M omezená. De�nujme funkci f̃ : Rn → R takto:

f̃(x) =

{
f(x) x ∈ M,

0 x ∈ Rn \M.

Riemann·v integrál
∫

M
f de�nujeme jako

∫

M

f = lim
r→+∞

∫

〈−r,r〉n
f̃ ,

pokud uvedená limita existuje. (P°edev²ím tedy musí existovat
∫
〈−r,r〉n f̃ pro v²echna r ∈ (0, +∞).)

Nech´ A ⊂ Rn je bu¬ka a f je funkce de�novaná alespo¬ na A. Nyní máme integrál
∫

A
f de�nován

dv¥ma r·znými zp·soby�jednak p°edchozí de�nicí a jednak de�nicí v odstavci 1.1.1. Aby tedy byly
ob¥ de�nice korektní, musíme ukázat, ºe se integrály zavedené t¥mito dv¥ma r·znými zp·soby neli²í.
To v²ak není obtíºné: Existuje R ∈ (0, +∞) takové, ºe A ⊂ 〈−R,R〉n. Podle D·sledku 3 je ov²em∫
〈−r,r〉n f̃ =

∫
A

f pro v²echna r ≥ R, a tedy ob¥ de�nice souhlasí.

Poznámka. Nech´ M ⊂ Rn je omezená mnoºina. Pokud existuje
∫

M
f , pak podle D·sledku 3

∫
M

f =∫
〈−R,R〉n f̃ pro dostate£n¥ velké R ∈ R a

∫
M

f je kone£ný.

Pokud integrál funkce f p°es mnoºinu M ⊂ Rn existuje a p°itom je kone£ný, pak °íkáme, ºe
∫

M
f

konverguje. Pokud je roven +∞ nebo −∞, pak °íkáme, ºe diverguje. Máme pak následující schéma:

∫

M

f





existuje a je roven





reálnému £íslu, tj. konverguje;
+∞, tj. diverguje;
−∞, tj. diverguje;

neexistuje.

P°íklad. Spo£t¥me
∫
(−∞,+∞)

1
1+x2 dx.

Pro r ∈ R máme ∫

〈−r,r〉

1

1 + x2
dx =

∫ r

−r

1

1 + x2
dx = [arctg x]r−r = 2 arctg r.

Uvedený integrál je Riemann·v, jak ho známe z Kapitoly 8.2, a zde ho m·ºeme vypo£ítat pomocí
primitivní funkce. Potom snadno dopo£teme

∫

(−∞,+∞)

1

1 + x2
dx = lim

r→+∞
2 arctg r = π.

1.2. Základní vlastnosti vícerozm¥rného Riemannova integrálu. V následujících tvrzeních
budeme pouºívat uspo°ádání a aritmetiku na roz²í°ené reálné ose, tak, jak jsme ji zavedli v kapitole
2.5.

V¥ta 4. Nech´ M ⊂ Rn, α ∈ R \ {0} a f a g jsou funkce n prom¥nných takové, ºe integrály
∫

M
f a∫

M
g existují. Potom

(i)
∫

M
(f + g) existuje a platí ∫

M

(f + g) =

∫

M

f +

∫

M

g,

pokud má výraz na pravé stran¥ rovnosti smysl.
(ii)

∫
M

αf existuje a platí ∫

M

αf = α

∫

M

f.
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D·kaz. Pro integrály p°es bu¬ku je d·kaz shodný s d·kazem pro p°ípad n = 1. Pro obecnou mnoºinu
pak tvrzení plyne z v¥ty o aritmetice limit.

¤
V¥ta 5. Nech´ M,N ⊂ Rn, M ∩N = ∅ a f je funkce n prom¥nných taková, ºe integrály

∫
M

f a
∫

N
f

existují. Potom existuje i integrál
∫

M∪N
f a platí

∫

M∪N

f =

∫

M

f +

∫

N

f,

pokud má výraz na pravé stran¥ rovnosti smysl.

D·kaz. Ozna£me f1 = f |M , f2 = f |N a f0 = f |M∪N . Nyní si sta£í uv¥domit, ºe f̃0 = f̃1 + f̃2. Pomocí
V¥ty 4 tedy dostáváme∫

M∪N

f =

∫

M∪N

f̃0 =

∫

M∪N

f̃1 +

∫

M∪N

f̃2 =

∫

M

f +

∫

N

f.

¤
V¥ta 6. Nech´ M ⊂ Rn a f a g jsou funkce n prom¥nných takové, ºe integrály

∫
M

f a
∫

M
g existují.

(i) Je-li f ≥ 0, potom i
∫

M
f ≥ 0.

(ii) Je-li f ≤ g, potom i
∫

M
f ≤ ∫

M
g.

(iii)
∫

M
|f | existuje a platí

(3)
∣∣∣∣
∫

M

f

∣∣∣∣ ≤
∫

M

|f | .

D·kaz. (i) Pro integrál p°es bu¬ku toto tvrzení plyne p°ímo z de�nice, pro integrál p°es obecnou
mnoºinu pak pomocí v¥ty o srovnání limit.

(ii) Je-li
∫

M
g = +∞, p°ípadn¥

∫
M

g =
∫

M
f = −∞, pak tvrzení evidentn¥ platí. Ostatní p°ípady

plynou z tvrzení (i) pomocí V¥ty 4.
(iii) Nech´ r ∈ (0, +∞). Protoºe existuje

∫
〈−r,r〉n f̃ , existuje i integrál

∫
〈−r,r〉n|f̃ |. (D·kaz je stejný

jako v p°ípad¥ n = 1.) Je-li 0 < r1 < r2 < +∞, platí podle (ii), ºe
∫
〈−r1,r1〉n |f̃ | ≤

∫
〈−r2,r2〉n |f̃ |. Funkce

r 7→ ∫
〈−r,r〉n |f̃ | je tedy neklesající a má proto limitu pro r → +∞. To ov²em znamená, ºe integrál∫

M
|f | existuje. Nerovnost (3) je pak d·sledkem tvrzení (ii) a V¥ty 4.

¤

1.3. Hlub²í v¥ty o vícerozm¥rném Riemannov¥ integrálu. Pro které mnoºiny M a funkce f
existuje integrál

∫
M

f , není snadná otázka. Následující v¥ta udává posta£ující podmínky existence £i
konvergence integrálu. Mnoºina t¥ch M a f , které je spl¬ují, není p°íli² ²iroká, základní situace jsou
v²ak pokryty.
V¥ta 7.
(i) Nech´ K ⊂ Rn je omezená konvexní mnoºina a f je omezená funkce na K, která je spojitá

ve v²ech bodech K (vzhledem ke K) vyjma nejvý²e kone£n¥ mnoha bod· z K. Potom
∫

K
f

konverguje.
(ii) Nech´ K ⊂ Rn je konvexní mnoºina a f je omezená nezáporná funkce na K, která je spojitá ve

v²ech bodech K (vzhledem ke K) vyjma nejvý²e kone£n¥ mnoha bod· z K. Potom
∫

K
f existuje.

Základní strategie d·kazu této v¥ty bude následující: Obklopíme K n¥jakou bu¬kou A. Nech´ D
je d¥lení A. Bu¬ky v D si rozd¥líme na t°i skupiny�bu¬ky disjunktní s K, bu¬ky leºící v K a
bu¬ky mající spole£ný bod s K i s dopl¬kem K. Na bu¬kách první skupiny je f̃ = 0, tedy tyto
bu¬ky nijak nep°ispívají do sou£tu S(f̃ ,D) ani do sou£tu S(f̃ ,D). Na bu¬kách druhé skupiny je
funkce f stejnom¥rn¥ spojitá, pokud tedy bude norma d¥lení dostate£n¥ malá, nebude ani rozdíl
horního a dolního sou£tu p°es tyto bu¬ky p°íli² veliký. Kone£n¥ bu¬ky t°etí skupiny jsou ty bu¬ky,
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které pokrývají hranici K. Ukáºeme-li, ºe celkový objem t¥chto bun¥k je velmi malý v porovnání s
objemem A, pak p°ísp¥vek t¥chto �hrani£ních� bun¥k p°íli² neovlivní ani rozdíl S(f,D)− S(f,D).

Hlavní tíha d·kazu bude tedy spo£ívat na následujícím lemmatu:

Lemma 8. Nech´ K ⊂ Rn je omezená konvexní mnoºina, A ⊂ Rn je bu¬ka, K ⊂ A a nech´ η > 0
a ε > 0. Potom existuje d¥lení D bu¬ky A takové, ºe maxD∈D vol D < η a

∑
D∈Q

vol D < ε,

kde Q = {D ∈ D; D ∩K 6= ∅, D ∩ (A \K) 6= ∅}.
D·kaz V¥ty 7. (i) Nech´ z1, . . . , zk ∈ K jsou body nespojitosti funkce f na K. Nech´ dále A ⊂ Rn

je n¥jaká bu¬ka pro kterou platí K ⊂ A a nech´ ε > 0. Protoºe f je omezená na K, existuje M ∈ R
takové, ºe |f | ≤ M na K.

Podle Lemmatu 8 existuje d¥lení D0 bu¬ky A takové, ºe maxD∈D0 vol D < ε/(6Mk2n) a dále∑
D∈Q3

0
vol D < ε/(6M), kde Q3

0 = {D ∈ D0; D ∩K 6= ∅, D ∩ (A \K) 6= ∅}. Ozna£me

Q1
0 = {D ∈ D0; D ∩K = ∅},

Q2
0 = {D ∈ D0; D ⊂ K, z1 /∈ D, . . . , zk /∈ D},

Q4
0 = {D ∈ D0; D ⊂ K, zi ∈ D pro n¥jaké i ∈ {1, . . . , k}}.

V²imn¥me si, ºe platí D0 = Q1
0 ∪Q2

0 ∪Q3
0 ∪Q4

0.
Mnoºina V =

⋃
D∈Q2

0
D je omezená a uzav°ená, tedy kompaktní. Funkce f je tedy na V stejnom¥rn¥

spojitá (d·kaz je stejný jako spojitou funkci jedné prom¥nné na omezeném uzav°eném intervalu), £ili
existuje δ > 0 takové, ºe |f(x)− f(y)| < ε/(3 vol A) kdykoli x,y ∈ V spl¬ují ρ(x,y) < δ.

Nech´ nyní D je zjemn¥ní D0 takové, ºe ν(D) < δ. Pro i ∈ {1, 2, 3, 4} ozna£me
Qi = {D ∈ D; D ⊂ D0 pro n¥jaké D0 ∈ Qi

0}.
V²imn¥me si, ºe op¥t platí D = Q1 ∪Q2 ∪Q3 ∪Q4. Potom

S(f̃ ,D) = S(f̃ ,Q1) + S(f̃ ,Q2) + S(f̃ ,Q3) + S(f̃ ,Q4) = S(f,Q2) + S(f̃ ,Q3) + S(f,Q4)

≤ S(f,Q2) + M
∑

D∈Q3

vol D + M
∑

D∈Q4

vol D

= S(f,Q2) + M
∑

Q∈Q3
0

vol Q + M
∑

Q∈Q4
0

∑
D∈D
D⊂Q

vol D

< S(f,Q2) +
ε

6
+ Mk2n max

Q∈D0

vol Q ≤ S(f,Q2) +
ε

3
.

Stejným zp·sobem zjistíme, ºe S(f̃ ,D) > S(f,Q2)− ε
3
.

Dohromady tedy máme

S(f̃ ,D)− S(f̃ ,D) < S(f,Q2)− S(f,Q2) +
2ε

3
≤ ε

3 vol A
vol A +

2ε

3
= ε,

kde druhá z nerovností plyne z toho, ºe ν(D) < δ. Podle Lemmatu 1(ii) tedy existuje
∫

A
f̃ (a je to

kone£né £íslo, jeºto je to integrál p°es bu¬ku) a tím pádem
∫

K
f konverguje.

(ii) Podle tvrzení (i) existuje
∫

K∩〈−r,r〉n f =
∫
〈−r,r〉n f̃ pro kaºdé r ∈ (0, +∞). Protoºe funkce f̃

je nezáporná, platí podle Tvrzení 2 a V¥ty 6
∫
〈−r1,r1〉n f̃ ≤ ∫

〈−r2,r2〉n f̃ kdykoli 0 < r1 < r2 < +∞.
Funkce r 7→ ∫

〈−r,r〉n f̃ je tedy neklesající a má proto limitu pro r → +∞.
¤

D·kaz Lemmatu 8 si rozloºíme do n¥kolika dal²ích pomocných tvrzení.
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Lemma 9. Nech´ a ∈ Rn a C ⊂ Rn je konvexní mnoºina, která protíná kaºdou mnoºinu tvaru

O1 × · · · ×On,

kde Oi = 〈ai, +∞) nebo Oi = (−∞, ai〉. Pak C obsahuje bod a.

D·kaz. Tvrzení dokáºeme indukcí dle dimenze n. Bez újmy na obecnosti m·ºeme p°edpokládat, ºe
a = o.

Nech´ tedy nejprve n = 1. Pak existují body u ∈ (−∞, 0〉 ∩C a v ∈ 〈0, +∞)∩C. Je-li u = v, pak
u = v = 0 ∈ C. Jinak platí 0 = λu + (1− λ)v, kde λ = v

v−u
∈ 〈0, 1〉, a tedy 0 ∈ C.

Nyní p°edpokládejme, ºe tvrzení platí v dimenzi n ∈ N a dokaºme, ºe pak platí i v dimenzi n + 1.
Máme tedy mnoºinu C ∈ Rn+1 spl¬ující p°edpoklady. Uvaºujme mnoºinu C ′ = C ∩ ({0}×Rn). Tato
mnoºina je konvexní (je pr·nikem konvexních mnoºin) a m·ºeme ji chápat také jako podmnoºinu Rn.
Nech´ O1×· · ·×On ⊂ Rn je n¥jaká mnoºina, kde kaºdý z £initel· Oi je tvaru (−∞, 0〉 nebo 〈0, +∞).
Podle p°edpoklad· existují body u ∈ ((−∞, 0〉×O1×· · ·×On)∩C a v ∈ (〈0, +∞)×O1×· · ·×On)∩C.
Poloºme w = λu + (1− λ)v, kde λ = v1

v1−u1
pokud v1 6= u1, λ = 0 jinak. Platí, ºe λ ∈ 〈0, 1〉, a tedy

w ∈ C. Navíc w1 = 0, tedy w ∈ C ′. Z toho plyne, ºe mnoºina C ′, chápeme-li ji jako podmnoºinu Rn,
spl¬uje p°edpoklady na²eho tvrzení v dimenzi n, a tedy podle induk£ního p°edpokladu platí o ∈ C ′.
To ale znamená, ºe o ∈ C.

¤

Lemma 10. Nech´ A = I1 × · · · × In je bu¬ka a Dj je d¥lení intervalu Ij sestávající alespo¬ ze t°í
interval·. Ozna£me

D = {J1 × · · · × Jn; Ji ∈ Di, i = 1, . . . , n}.
Pokud konvexní mnoºina C ⊂ Rn protíná v²echny prvky D, pak alespo¬ jeden prvek z D je obsaºen
v C.

D·kaz. Nech´ Hi ∈ Di jsou takové intervaly, které neobsahují krajní body interval· Ii. Takové inter-
valy v existují pro kaºdé i ∈ {1, . . . , n}, nebo´ kaºdé Di sestává alespo¬ ze t°í interval·. Dokáºeme,
ºe pak pro bu¬ku B = H1 × · · · ×Hn platí B ⊂ C.

Vezm¥me libovolné x ∈ B. Nech´ Oi = 〈xi, +∞) nebo Oi = (−∞, xi〉 pro i = 1, . . . , n. Protoºe
xi ∈ Hi, plyne z volby interval· Hi, ºe kaºdý z interval· Oi obsahuje n¥jaký interval z Di. Existuje
tedy n¥jaká bu¬ka D ∈ D, pro kterou D ⊂ O1 × · · · ×On. Protoºe C protíná bu¬ku D, protíná také
mnoºinu O1 × · · · ×On. Podle Lemmatu 9 tedy platí x ∈ C.

¤

D·kaz Lemmatu 8. Nech´ Dj, j ∈ N, je d¥lení bu¬ky A = I1 × · · · × In, které vznikne rozd¥lením
kaºdého z interval· I1, . . . , In na 3j stejn¥ dlouhých podinterval·. Je-li j, k ∈ N, j < k, pak Dk je
zjevn¥ zjemn¥ním Dj. Pro Q ∈ Dj ozna£me Dk|Q = {D ∈ Dk; D ⊂ Q}. Pak Dk|Q je d¥lením Q.

Pokud v D1 existuje bu¬ka leºící mimo K, ozna£me ji C1
1 . Pokud ne, pak podle Lemmatu 10

existuje v D1 bu¬ka leºící celá v K, ozna£me ji C1
1 . Máme tedy bu¬ku C1

1 ∈ D1, pro kterou platí
C1

1 ⊂ K nebo C1
1 ∩K = ∅.

Nyní stejnou úvahu zopakujeme pro bu¬ky Q ∈ D1, Q 6= C1
1 , a jejich d¥lení D2|Q. Takových bun¥k

je 3n − 1, ozna£me je tedy D1
i , i = 1, . . . , 3n − 1. Mezi bu¬kami D2|D1

i
bu¤to existuje bu¬ka leºící

celá mimo K nebo podle Lemmatu 10 mezi nimi existuje bu¬ka leºící celá v K. Ozna£me takovou
bu¬ku C2

i . Máme tedy bu¬ky C2
i ∈ D2, pro které platí C2

i ⊂ K nebo C2
i ∩K = ∅, i = 1, . . . , 3n − 1.

Navíc C2
i 6⊂ C1

1 .
Dále postupujeme induktivn¥: Máme-li jiº nalezeny bu¬ky Ck

i , i = 1, . . . , (3n − 1)k−1, takové, ºe
Ck

i ∈ Dk, Ck
i 6⊂ Cj

l pro j < k, l = 1, . . . , (3n − 1)j−1, a kaºdá z bun¥k Ck
i leºí bu¤ celá v K nebo

celá mimo K, pak pomocí Lemmatu 10 nalezneme bu¬ky Ck+1
i , i = 1, . . . , (3n − 1)k, takové, ºe

Ck+1
i ∈ Dk+1, Ck+1

i 6⊂ Cj
l pro j < k + 1, l = 1, . . . , (3n − 1)j−1, a kaºdá z bun¥k Ck+1

i leºí bu¤ celá v
K nebo celá mimo K.
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Nech´ nyní k ∈ N. Ozna£me Qk = {D ∈ Dk; D ∩K 6= ∅, D ∩ (A \K) 6= ∅}. Potom
vol A =

∑
D∈Dk

vol D =
∑

D∈Qk

vol D +
∑

D∈Dk\Qk

vol D

≥
∑

D∈Qk

vol D +
k∑

j=1

(3n−1)j−1∑
i=1

vol Cj
i =

∑
D∈Qk

vol D +
k∑

j=1

(3n−1)j−1∑
i=1

vol A

(3n)j

=
∑

D∈Qk

vol D + vol A
k∑

j=1

(3n − 1)j−1

(3n)j
=

∑
D∈Qk

vol D +
vol A

3n

k∑
j=1

(
1− 1

3n

)j−1

.

Máme tedy
∑

D∈Qk

vol D ≤ vol A

(
1− 1

3n

k∑
j=1

(
1− 1

3n

)j−1
)

.

Protoºe
∑∞

j=1

(
1− 1

3n

)j−1
= 3n, lze nalézt k ∈ N dostate£n¥ velké tak, aby platilo

∑
D∈Qk

vol D < ε

a zárove¬ maxD∈Dk
vol D = 1

(3n)k < η.
¤

V¥ta 11 (Fubiniova v¥ta).
(i) Nech´ M1 ⊂ Rm a M2 ⊂ Rn. P°edpokládejme dále, ºe mnoºiny M1 a M2 jsou bu¬ky. Nech´ f

je funkce de�novaná alespo¬ na M1 ×M2 a nech´ existuje
∫

M1×M2
f . Pokud pro kaºdé x ∈ M1

existuje F (x) =
∫

M2
f(x,y) dy ∈ R, potom platí

(4)
∫

M1×M2

f =

∫

M1

F (x) dx.

(ii) Nech´ f : Rm×Rn → R je nezáporná funkce a nech´ existuje
∫
Rm×Rn f . Pokud pro kaºdé x ∈ Rm

existuje F (x) =
∫
Rn f(x,y) dy ∈ R a pokud existuje

∫
Rm F (x) dx, pak platí

∫

Rm×Rn

f =

∫

Rm

F (x) dx.

D·kaz. (i) V²imn¥me si, ºe mnoºina M1 × M2 je také bu¬ka. Nech´
∫

M1×M2
f = I ∈ R. Zvolme

libovolné ε > 0. Podle Lemmatu 1(a) existuje d¥lení D bu¬ky M1×M2 takové, ºe I − ε < S(f,D) ≤
S(f,D) < I + ε. Není obtíºné si rozmyslet, ºe D = {D × O; D ∈ D1, O ∈ D2}, kde D1,D2 jsou
n¥jaká d¥lení bun¥k M1,M2. Pro horní sou£et funkce F p°i d¥lení D1 platí

S(F,D1) =
∑

D∈D1

sup
x∈D

F (x) · vol D ≤
∑

D∈D1

sup
x∈D

(
S(f(x, ·),D2)

) · vol D

=
∑

D∈D1

sup
x∈D

( ∑
O∈D2

sup
y∈O

f(x, y) · vol O

)
· vol D

≤
∑

D∈D1

∑
O∈D2

sup
x∈D

(
sup
y∈O

f(x, y) · vol O

)
· vol D

=
∑

D∈D1

∑
O∈D2

vol D · vol O · sup
x∈D

(
sup
y∈O

f(x, y)

)

≤
∑

D∈D1

∑
O∈D2

vol(D ×O) · sup
z∈D×O

f(z) = S(f,D) < I + ε.

Podobn¥ obdrºíme nerovnost S(F,D1) > I − ε. Podle Lemmatu 1(a) tedy platí
∫

M1
F = I.
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(ii) P°edpokládejme, ºe k ∈ N a g : Rk → R je nezáporná funkce pro kterou existuje
∫
Rk g. Nech´

r ∈ (0, +∞). Podle de�nice existuje
∫
〈−r,r〉k g, funkce g|〈−r,r〉k je tedy m¥°itelná. Protoºe g je bodovou

limitou funkcí g|〈−r,r〉k , je g nezáporná m¥°itelná funkce a podle Lebesgueovy v¥ty o monotónní
konvergenci platí (L)

∫
Rk g = limr→+∞(L)

∫
〈−r,r〉k g = limr→+∞

∫
〈−r,r〉k g =

∫
Rk g. Tvrzení nyní plyne z

Fubiniovy v¥ty pro Lebesgue·v integrál.
¤

Vysv¥tleme si smysl V¥ty 11(i) v situaci, kdy m = n = 1. Potom jsou bu¬ky M1 a M2 uzav°ené
intervaly s neprázdným vnit°kem. Funkce f je tedy de�nována na uzav°eném obdélníku M1×M2. Na
levé stran¥ (4) je integrál

∫
M1×M2

f a v¥ta °íká, ºe ho m·ºeme (p°i spln¥ní uvedených p°edpoklad·)
po£ítat následujícím zp·sobem. Nejprve pro kaºdé x ∈ M1 spo£teme integrál

∫
M2

f(x, y) dy. V tomto
integrálu se vyskytuje x jako parametr, výsledek bude tedy obecn¥ na x záviset. Ozna£me

F (x) :=

∫

M2

f(x, y) dy.

Nyní spo£teme integrál
∫

M1
F (x) dx a podle Fubiniovy v¥ty platí

∫
M1×M2

f =
∫

M1
F . Fubiniova v¥ta

nám tedy umoº¬uje vypo£ítat n¥které integrály opakovanou integrací funkcí jedné prom¥nné. Smysl
V¥ty 11(ii) je obdobný.
Poznámka. Fubiniova v¥ta se £asto pí²e ve tvaru∫

M1×M2

f =

∫

M1

(∫

M2

f(x,y) dy

)
dx.

P°edpoklad existence integrálu
∫

M1×M2
f (resp.

∫
Rm×Rn f) £asto ov¥°ujeme pomocí existen£ních v¥t

(nap°. V¥ta 7) a p°edpoklad konvergence
∫

M2
f(x,y) dy ∈ R (resp.

∫
Rn f(x, y) dy ∈ R), p°ípadn¥

existence
∫
Rm F (x) dx, ov¥°ujeme zpravidla p°ímo výpo£tem.

Ukaºme si konkrétní p°íklady.
P°íklad. Nech´ M1 = M2 = 〈−1, 1〉 a f : 〈−1, 1〉 × 〈−1, 1〉 → R je de�nována takto:

f(x, y) =

{√
1− x2 − y2, pokud 1− x2 − y2 ≥ 0;

0, jinak.
Zde je graf funkce f .

Spo£t¥me integrál ∫

〈−1,1〉×〈−1,1〉
f.

Výsledkem bude tedy objem polokoule o polom¥ru 1.
V pr·b¥hu výpo£tu se p°esv¥d£íme, ºe p°edpoklady V¥ty11(i) jsou spln¥ny, a následující výpo£et

bude tedy oprávn¥ný.
∫

M1×M2

f =

∫ 1

−1

(∫ 1

−1

f(x, y) dy

)
dx

=

∫ 1

−1

(∫ √
1−x2

−√1−x2

√
1− x2 − y2 dy

)
dx

=

∫ 1

−1

[
1

2
y
√

1− x2 − y2 +
1

2
(1− x2) arcsin

y√
1− x2

]√1−x2

−√1−x2

dx

=

∫ 1

−1

(1− x2)
π

2
dx =

[(
x− 1

3
x3

)
π

2

]1

−1

=
2π

3
.

Nejprve tedy vypo£ítáme plochu F (x) °ezu ur£eného x (viz obrázek) a pak integrací F (x) dosta-
neme výsledek, tj. objem polokoule.
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P°íklad. Nech´ M = {[x, y] ∈ R2; x2 + y2 ≤ 1} a f : M → R je de�nována jako f(x, y) = 1 pro
[x, y] ∈ M . Spo£t¥me integrál ∫

M

f.

Výsledkem bude objem válce s podstavou o polom¥ru 1 a s vý²kou 1, neboli obsah kruhu o polom¥ru
1.

Podle de�nice je ∫

M

f = lim
r→+∞

∫

〈−r,r〉2
f̃ ,

kde f̃ = 1 na M a f̃ = 0 mimo M . Takovéto funkci se °íká charakteristická funkce mnoºiny M a
zna£í se obvykle χM . Poloºme M1 = M2 = 〈−1, 1〉. Je M ⊂ M1 × M2 a tedy podle poznámky za
de�nicí integrálu platí ∫

M

f =

∫

M1×M2

χM .

Podle V¥ty 7 integrál
∫

M
f dokonce konverguje, tedy existuje i integrál

∫
M1×M2

χM . Platí
∫

M2

χM(x, y) dy =

∫

M2

χ〈−√1−x2,
√

1−x2〉(y) dy =

∫ √
1−x2

−√1−x2

1 dy = [y]
√

1−x2

−√1−x2 = 2
√

1− x2.

Poloºíme-li tedy F (x) =
∫

M2
χM(x, y) dy = 2

√
1− x2, jsou spln¥ny p°edpoklady V¥ty 11(i) a platí

∫

M

f =

∫

M1×M2

χM =

∫

M1

F (x) dx =

∫ 1

−1

2
√

1− x2 dx = 2

∫ π
2

−π
2

cos2 t dt = 2

[
t

2
+

sin 2t

4

]π
2

−π
2

= π.


